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Rezonance
v kvantovych grafech

Jiri Lipovsky
Katedra fyziky, Pirodovédeckd fakulta, Univerzita Hradec Krdlové, Rokitanského 62, 500 03 Hradec Krdlové; jiri.lipovsky@uhk.cz

V tomto ¢lanku shrnujeme vysledky o rezonancich v kvantovych grafech. Nejdfive pfedstavime
pojem kvantového grafu. Poté rozliSime dvé definice rezonanci — rezolventni a rozptylové

rezonance. Dale studujeme vlastni Cisla hamiltonianu grafu, ktery ma délky hran v raciondlnim
pomeéru, a rezonance, které vzniknou, kdyZ tuto racionalitu poruSime. Nakonec prfedstavime

asymptotiku poctu rezonanci a ukaZzeme kritéria, kdy je asymptotika neweylovska.

Uvod a zavedeni problému

Kvantové grafy jsou tispésnym modelem, ktery se roz-
viji hlavné posledni tfi desetileti. MyS$lenka umistit
kvantovou ¢astici na graf je vSak jesté star$i. Poprvé
byla pouzita Paulingem v roce 1936 [1] pro vypocet
diamagnetickych vlastnosti aromatickych molekul
a Ruedenbergem a Scherrem v roce 1953 [2] pro popis
n-elektront v téchto molekulach. Model, ktery bere
nekonec¢né tenké kvantové draty a vytvori z nich graf,
neni jen matematickou hrickou. Méfeni jejich spekt-
ralnich a rezonan¢nich vlastnosti 1ze provést napfi-
klad pomoci mikrovln; provadi je tak tfeba varsavska
skupina [3].

Z matematického pohledu je model kvantovych gra-
fi pomérné jednoduchy. Jedna se o systém obycejnych
diferencialnich rovnic spojenych vazebnymi podmin-
kami ve vrcholech. Zdkladem je metricky graf I skla-
dajici se z N vnitfnich hran o délkdch /; a M vnéjsich
(nekonec¢nych) hran - polopfimek. Hilberttiv prostor
systému se skladd z kvadraticky integrovatelnych funk-
ci na v8ech hrandch

H= @iNzl L? ((0: Ii)) ® ('Bi'\il L? ((O: °°)) 1)

Systém je popsan hamiltonidnem, ktery pusobi
jako —d*/dx* + V(x) kde V(x), je potencial s nosi¢em
pouze na vnitfnich hrandch grafu. Tento vztah od-
povidd hamiltonidnu kvantové ¢astice v soustavé
jednotek, kde h = 1, m = %. Defini¢ni obor tohoto
hamiltonidnu je Soboleviv prostor W2 (I'), tj. or-
togondlni suma Sobolevovych prostort na jednot-
livych hranach. Soboleviv prostor W*? je mnozina
vsech funkci, jejichz vSechny slabé parcialni derivace
do fadu k v¢etné lezi v L na daném intervalu. Ziro-
ven museji tyto funkce spliovat vazebné podminky
v kazdém vrcholu

U, - ¥, +iU, +1)¥,'=0, )

kde ¥;je vektor limit funkénich hodnot vj-tém vrcholu
ptibliZeni se z jednotlivych hran vychazejicich z toho-

to vrcholu, ¥} je vektor derivaci vychdzejicich z tohoto
vrcholu, U; je d x d unitdrni matice (d je pocet sousedi
daného vrcholu), I jednotkova matice stejného rozmé-
ru a i je komplexni jednotka. Tyto vazebné podminky
pro kvantové grafy poprvé na sobé nezavisle popsali
Harmer [4] a Kostrykin se Schraderem [5], myslenka
byla ovSem uz dfive zndma v teorii samosdruzenych
rozsifeni.

Existuje také jednoduchy zptisob, jak vazebné pod-
minky ve v8ech vrcholech grafu popsat jednou velkou
unitdrni matici. V§echny vrcholy grafu se spoji do jed-
noho a zavede se unitdrni matice U, kterd je po ,pre-
hézeni® uréitych sloupcti a fadka blokové diagonalni
s bloky odpovidajicimi ptivodnim vrcholovym vazeb-
nym maticim. Tato velkd unitarni matice U tak popisu-
je nejen vazebné podminky, ale i topologii celého grafu.
Kdybychom matici U nezvolili v ur¢ité bazi blokové
diagonalni, popisovala by i situaci, kdy ¢astice ,,pre-
skakuje“ mezi jednotlivymi vrcholy.

Déle se ndm bude hodit zavést efektivni energe-
ticky zavislé vazebné matice, které popisuji vazbu
na vnitfni ¢asti grafu (po odpojeni vsech poloptimek).
Necht se matice U sklada z bloka Uy, U,, Us, U,, kde
U, odpovida vazbé mezi vnitfnimi hranami grafu,
U, vazbé mezi polopfimkami a U, a U; vazbam mezi
vnitfnimi hranami a polopfimkami. Pro M vnitinich
hran a N polopfimek nakonec dostavame efektivni
vazebnou matici

Uy (K) =U= Ly —(1-K)U,[(1 - KU, - (A+K) 1, TU5,(3)

kde I znadi jednotkovou matici a dolni index udava jeji
velikost, k je odmocnina z energie. Vazebna podminka
je pak ddna rovnici (2), kde misto U je Uy

Rezonance

Rezonance budeme chépat jako ¢isla v komplexni rovi-
né. Kdybychom uvazovali ¢asové zavisly piipad, ¢asti-
ce by se pri prichodu grafem ,zdrzela“ v jeho vnitfni
¢asti déle pro energie, které odpovidaji redlnym ¢astem
téchto komplexnich ¢isel. Doba Zivota ¢astice ve vniti-
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Obr. 1 llustrace vlastni funkce.

ni ¢asti grafu by byla tim vy$si, ¢im jsou tyto rezonance
bliZe realné ose.

Existuji dvé hlavni definice rezonanci - pély rezol-
venty a poly matice rozptylu. Rezolventni rezonance
jsou poly analytického prodlouzeni tzv. rezolventy, tj.
operatoru (H — 1id)™, kde H je hamiltonién a id iden-
ticky operator. V piipadé kvantovych graft je kom-
plexni energie E = k? rezolventni rezonanci, jestli-
ze existuje feSeni necasové Schrodingerovy rovnice
s asymptotikou typu e*** na vsech poloptimkach. Ele-
gantnim zptisobem, jak najit rezolventni rezonance, je
metoda vnéjsiho komplexniho skalovani, zndma diky
Augilarovi, Baslevovi a Combesovi [6, 7] jiZ od 70. let
minulého stoleti. Hlavni myslenkou je preskalovat
vnéjsi hrany grafu transformaci
012

U,g(x) =e"?g(e’x) @)
a vnitini hrany ponechat beze zmény. Tato transfor-
mace je pro realné 0 unitarni, zajimavé vlastnosti ma
ale pro 6 s netrividlni imaginarni ¢asti. Funkce e'**
pro k se zdpornou imagindrni ¢asti zjevné nejsou kva-
draticky integrabilni. Po transformaci pti dostate¢né
velké imagindrni ¢ésti 0 se kvadraticky integrabilni-
mi stanou. Preskalovany hamiltonidn UyHU. g, ktery
je nesamosdruZeny operator, ma vlastni ¢isla na mis-
tech rezonanci pivodniho hamiltonidnu. Rezolventni
rezonance tedy mtizeme najit jako vlastni ¢isla tohoto
nesamosdruzeného operatoru.

Druhou moznosti definice rezonanci jsou tzv. roz-
ptylové rezonance. Jsou to pély matice rozptylu, kterou
muzeme definovat jako matici zobrazujici vektor am-
plitud vchazejicich vln na vektor amplitud vychdzeji-
cich vln. Jeji prvky diverguji pro komplexni energie,
které odpovidaji rozptylovym rezonancim.

Lze dokazat, Ze obé rodiny rezonanci si odpovidaji
[8]. Presnéji fe¢eno, mnozina rezolventnich rezonanci
je rovna sjednoceni mnoziny rozptylovych rezonanci
a mnoziny vlastnich hodnot (vnofenych do spojitého
spektra) pavodniho hamiltonidnu s vlastnimi funkce-
mi, které maji nosi¢ pouze na vnitfni ¢asti grafu. Je lo-
gické, ze tyto hodnoty nepatti do rodiny rozptylovych
rezonanci, protoze jejich vlastni funkce jsou identicky
nulové na poloptimkaéch, tato feseni tedy neodpovidaji
rozptylovym staviim. Matice rozptylu je tedy nemtize
»uvideét®,

Rezonance vychazejici

z racionalnich poméra hran

Uvazujme kvantovy graf bez potencidlu s tzv. delta-
-podminkami ve vrcholech. Jsou to takové vazebné
podminky, u kterych je vinova funkce v kazdém vrcho-

lu spojita a pro soucet derivaci vychdzejicich z kazdého
vrcholu ve sméru jednotlivych hran plati

Z f'(v) =af(v), 5)

tj. jejich suma je rovna nasobku funkéni hodnoty.
Necht vnitfni ¢ast grafu obsahuje smycku hran, je-
jichz délky jsou nasobky hodnoty l;. Protoze vlastni
funkce pro negativni druhou derivaci jsou kombi-
naci sinu a kosinu, je pro tento pripad vlastni funkci
hamiltonidnu funkce, jejiz komponenty na jednot-
livych hranach jsou siny, které maji nuly ve vrcho-
lech smy¢ky (viz obr. 1) a jsou trividlné nulové mimo
smyc¢ku. Proto jsou vlastnimi ¢isly hamiltonidnu
nn?/l2.

V ¢lanku [9] jsme se zabyvali rezonancemi, které
vzniknou, kdy?Z tento racionalni pomér délek hran po-
ru$ime. Potom se totiZ ptivodni vlastni hodnota v ro-
viné k odsune do spodni komplexni poloroviny. Lze
dokaézat, Ze celkové mnozstvi rezolventnich rezonanci
se zapocitanim ndsobnosti (rezolventnimi rezonance-
mi jsou jak vlastni hodnoty, tak ,¢isté“ rezonance) se
nezmeéni.

Ukazme si vSe na ptikladu grafu tvaru ktize s vnitf-
nimi hranami, jejichz délka zévisi na parametru A.
Sklada se ze dvou vnitinich hran o délkach I, =1 (1 - 1)
al,=1(1+ 1) a dvou poloptimek. Viechny ¢tyfi hrany
jsou spojeny v jednom bod¢. Ve stfednim vrcholu uva-
zujeme delta-podminku a v krajnich vrcholech obou
vnitfnich hran tzv. Dirichletovu podminku f,(;) = 0
= f,(1,). Chovani rezonanci je zobrazeno na obr. 2 a 3.
Barvou je znazornéna zména koeficientu A, ktery se
méni od ¢ervené A = 0 po modrou A = 1.

Rezonance se pro urcité racionalni hodnoty para-
metru A vraci k redlné ose, protoze pro tyto hodnoty
opét existuje vlastni hodnota s vlastni funkeci s nosi-
¢em na obou vnitfnich hranach grafu a nulou v jeho
sttednim vrcholu.

Na obr. 4 miZeme pozorovat kfiZzeni rezonanci.
Dvé rezonance pro hodnotu A = 2,596 se k sobé ptibli-
i a po chvili se zase rozejdou. Pokud zvysime koefi-
cient nahodnotu A = 2,598, obé rezonance si ,,prohodi“
druhou ¢ast trajektorie.

Asymptotika poctu rezonanci

v kvantovych grafech

Dal$im problémem, ktery miZzeme u rezonanci sledo-
vat, je jejich pocet. Kdybychom odpojili vsechny polo-
primky od vnitini ¢asti grafu, byly by vsechny rezol-
ventni rezonance vlastnimi hodnotami. Asymptotické
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Obr. 2 Trajektorie rezonance, kterd zacina v k, = 27 pro
a=10.
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Obr. 3 Trajektorie rezonance proa =1.

chovani poétu vlastnich hodnot pro Laplacetv-Belt-
ramiho operdtor na d-dimenzionalni varietu je dano
Weylovym zakonem. UvaZzujme tento operator na d-di-
menzionalni kompaktni riemannovské varieté o plo-
$e Q. Pocet vlastnich hodnot s absolutni hodnotou
mens$inez A je

@y |Q|ld +wd—1|aglﬂd—l

N ()= en' " T aen™

+0o(2'7), (6)

kde |w,| zna¢i objem d-dimenzionalni koule o polomé-
ru 1. Pro jednodimenziondlni ptipad, kvantovy graf
o souctu délek vnitfnich hran V, o¢ekavame tedy asym-
ptotiku

N(ﬂ):%/1+0(1).

Studujeme-li problém v k-roviné (tedy vynasime-li od-
mocninu z energie), musime pfedchozi vyraz zdvojna-
sobit, protoze kazdou vlastni hodnotu zapocteme dva-
krat, nebot k* = —k?.

Nyni budeme sledovat pocet rezolventnich rezo-
nanci v kruhu o poloméru R v k-roviné. Ocekavali by-
chom stejny vysledek jako v pfipadé vlastnich hod-
not, tedy

N(R):%moa).

Tato asymptotika plati u vétsiny grafd, pro nékte-
ré z nich je viak prekvapivé konstanta v prvnim ¢lenu
asymptotiky mensi. Takové grafy nazyvame neweylov-
skymi. Pfikladem muze byt graf, jehoz jeden z vrcho-
14 spojuje jednu vnitfni hranu s jednou poloptimkou
av tomto vrcholu je tzv. standardni (Kirchhoffova) va-
zebna podminka. Tato podminka je delta-podminkou
se silou a = 0, coz pro vyse uvedeny vrchol znamend,
ze jak funk¢ni hodnota, tak derivace je v tomto bodé
spojita. Proto v tomto bodé neni zadna interakce, takze
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Obr. 4 Kfizenirezonanci pro a = 2,596.

muzeme efektivné polopiimku s touto vnitfni hranou
nahradit jednou velkou polopfimkou. Velikost vnitini
c¢asti grafu se tedy snizi a konstanta v prvnim ¢lenu
asymptotiky je mensi.

Davies a Pushnitski [10] studovali asymptotiku re-
zonanci pro standardni (Kirchhoffovy) podminky.
Zjistili, ze graf je neweylovsky, pravé kdyz obsahuje
svyvazeny“ vrchol (vrchol spojujici stejny pocet vniti-
nich a vnéj$ich hran).

V ¢lanku [11] jsme tento vysledek zobecnili na vSech-
ny vazebné podminky. Graf je neweylovsky, kdyz efek-
tivni vazebna matice U, (k) ma vlastni hodnotu bud

nebo ﬁ .

1-k

1-k
1+k

Dale jsme zjistili, ze piipad, ktery zvolili Davies
s Pushnitskim, je vyjimecny. Z celé podtfidy vazeb-
nych podminek, které jsou permuta¢né symetrické,
existuji pouze dva pripady, u nichz se mohou vyskyt-
nout neweylovské grafy — standardni (Kirchhoffova)
vazba a jeji protiklad ,antiKirchhoffova“ vazba. Pro

Obr. 5 Graf tvaru pravideIného mnohouhelniku se dvéma
pfipojenymi polopfimkami v kazdém vrcholu.

ostatni vazebné podminky jsou vechny grafy wey-
lovské.

Zatimco o tom, zda je graf weylovsky, nebo newey-
lovsky, rozhoduji jeho lokalni vlastnosti (efektivni va-
zebna matice ve vrcholu), pokud nas zajima efektivni
velikost grafu (tedy konstanta v prvnim ¢lenu asympto-
tiky), musime pouzit globdlni vlastnosti grafu. Ukazuje
to nasledujici priklad. Uvazujme graf typu pravidelné-
ho mnohothelniku se dvéma polopfimkami pfipoje-
nymi v kazdém bodé (obr. 5).

Svyuzitim symetrie grafulze vypocitat, Ze efektivni
velikost je W, =nl/2 pron=0mod4a W, = (n - 2)I/2
pron=0mod4. Vétsi symetrie grafu pro pocet vrchold,
ktery je nasobkem ¢tyt, tedy zpusobuje, Ze 1ze ,vyma-
zat® vétsi ¢ast vnittku grafu. Efektivni velikost grafu
tedy zavisi na globdlni struktufe grafu, hlavné na jeho
symetriich.

Dile jsme v ¢lanku [12] zkoumali, jak se asymptoti-
ka poétu rezonanci zméni, vlozime-li graf do magne-
tického pole. Zjistili jsme, ze magnetickym polem nelze
zménit neweylovsky graf na weylovsky a obracené. Ale
je mozné zménit efektivni velikost grafu, ktery je bez
magnetického pole neweylovsky.

» Vyvazeny
vrchol spojuje
stejny pocet
vnitrnich

a vnejsich
hran. «
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Obr. 6 Piiklad neweylovského grafu se standardnimi podminkami. Vrchol nejvice vpravo

je ,vyvazeny”.
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